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Общая характеристика работы
Актуальность темы. В настоящее время теория пуассоновых много-
образий является одним из наиболее интенсивно развивающихся раз-
делов современной дифференциальной геометрии, имеющим широкие
применения в математической физике (см., например, монографии
В.И.Арнольда и А.Б. Гивенталя [1], М.В.Карасева и В.П.Маслова [6],
В.В.Трофимова и А.Т.Фоменко [8], А. да Силвы и А.Вейнстейна [23],
И.Вайсмана [25]).
Активно изучаются различные геометрические свойства пуассоно-
вых структур, особенно в связи с задачами квантования. Здесь в первую
очередь следует отметить работы Ф.Байена, М.Флато, К.Фронсдаля,
А.Лихнеровича и Д.Штернхаймера [11], Дж.Донина [14], Я. Грабов-
ского [15], М.Концевича [18], Х.Омори, Й.Маеды и А.Йошиоки [22].
Алгебраические аспекты теории деформаций пуассоновых структур ис-
следовались в работе Й.Хюбшманна [17].
А.Лихнерович [20] ввел в расмотрение так называемые пуассоно-
вы когомологии пуассонова многообразия и показал, что в случае сим-
плектического многообразия они изоморфны когомологиям де Рама.
Ж.-Л.Кошуль [19] ввел понятие гомологий пуассонова многообразия,
впоследствии названных Ж.-Л.Брылинским каноническими.
В работе Х.-Д.Као и Ж.Чжоу [13] было начато изучение когомоло-
гий комплекса, получаемого деформацией комплекса де Рама пуассо-
нова многообразия. Эти когомологии были названы ими квантовыми
когомологиями де Рама пуассонова многообразия. В частности, было
доказано, что для случая симплектического многообразия квантовые
когомологии получаются деформационным квантованием когомологий
де Рама. В работе Ж.-Л.Брылинского [12], с использованием резуль-
татов работ [19] и [20], был получен ряд результатов о строении диф-
ференциального комплекса, естественным образом ассоциированного с
пуассоновой структурой.
3
В работах Ю.М.Воробьева и М.В.Карасева [5], Й.Хюбшманна [17],
И.Вайсмана [24], А.Вейнстейна [27] изучены свойства пуассоновых ко-
гомологий и приведены многочисленные примеры их вычисления. Ра-
бота в этом направлении активно ведется и в настоящее время.
Расслоение Вейля TAM гладкого многообразияM , определяемое ло-
кальной алгеброй A (алгеброй Вейля), было введено А.Вейлем [26].
К классу расслоений Вейля относятся, в частности, касательные рас-
слоения. В работах Я. Грабовского и П.Урбанского [16], Г.Митрича и
И.Вайсмана [21] были построены и изучены различного типа лифты
симплектических и пуассоновых структур на касательные расслоения.
А.П.Широковым [10] было обнаружено, что расслоение Вейля TAM
несет на себе структуру гладкого многообразия над алгеброй A. Это
позволило применять при изучении геометрических структур на рас-
слоениях Вейля методы теории многообразий над алгебрами. Изуче-
нию геометрии многообразий над коммутативными ассоциативными ал-
гебрами и их вещественных реализаций посвящены работы
А.П.Широкова [9], В.В.Вишневского [2], [3], Г.И.Кручковича [7] и дру-
гих авторов (ссылки на обширную литературу можно найти в моно-
графии В.В.Вишневского, А.П.Широкова и В.В.Шурыгина [4]). Нали-
чие структуры гладкого многообразия над алгеброй A на расслоении
Вейля TAM приводит к появлению на этом расслоении геометрических
объектов специального типа, а именно, A-гладких геометрических объ-
ектов (в частности, A-продолжений геометрических объектов с базово-
го многообразия M), а также вещественных геометрических объектов,
являющихся реализациями A-гладких геометрических объектов. Реали-
зации тензоров и тензорных операций в пространствах над фробениусо-
выми алгебрами посвящены работы В.В.Вишневского [3] и Г.И.Круч-
ковича [7].
Цели работы:
1. Вычисление квантовых когомологий де Рама пуассоновых много-
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образий.
2. Построение лифтов контравариантных тензорных полей и пуассо-
новых структур с гладкого многообразия на его расслоение Вейля.
3. Изучение свойств пуассоновых структур на расслоениях Вейля
гладких многообразий, их связей с пуассоновыми структурами на базо-
вых многообразиях и вычисление их модулярных классов.
Методы исследования. В работе используются методы геометрии и
топологии пуассоновых многообразий, теории многообразий над алге-
брами, теории слоений.
Научная новизна. Результаты работы, выносимые на защиту, явля-
ются новыми и получены автором самостоятельно.
Теоретическая значимость. Диссертационная работа носит теорети-
ческий характер. Полученные в ней результаты могут найти примене-
ние при проведении научных исследований и чтении спецкурсов в Ка-
занском, Московском, Нижегородском, Новосибирском и Саратовском
государственных университетах.
Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и
обсуждались на следующих конференциях и семинарах:
Международная конференция «Колмогоров и современная матема-
тика» (Москва, 16–21 июня 2003 г.).
IX Международная конференция «Дифференциальная геометрия и
приложения» (Чехия, Прага, 30 августа – 3 сентября 2004 г.).
XII Международная научная конференция студентов, аспирантов и
молодых ученых «Ломоносов» (Москва, 12–15 апреля 2005 г.).
Всероссийские молодежные научные конференции «Лобачевские чте-
ния» (Казань, 2003, 2005 г.).
Кроме того, результаты работы регулярно докладывались на итого-
вых научных конференциях Казанского государственного университета
и заседаниях Казанского городского геометрического семинара.
Публикации. По материалам диссертации опубликовано 7 работ, в
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том числе 5 статей и тезисы 2 докладов, сделанных на конференциях.
Структура и объем работы. Диссертация состоит из введения, трех
глав и списка литературы. Работа набрана в системе LATEX и содержит
135 страниц. Список литературы насчитывает 112 наименований.
Основные результаты диссертации, выносимые на защиту.
1. Вычислены когомологии двойного комплекса Брылинского пуас-
сонова многообразия и квантовые когомологии де Рама пуассонова мно-
гообразия.
2. Развит единый метод построения лифтов тензорных полей с глад-
кого многообразия M на тотальное пространство его расслоения Вейля
TAM для фробениусовой алгебры Вейля A.
3. Показано, что операция взятия полного лифта дифференциаль-
ных форм индуцирует гомоморфизм когомологий де Рама H∗dR(M) →
H∗dR(T
AM). Выяснена структура этого гомоморфизма в зависимости от
выбора фробениусова ковектора на алгебре A.
4. Исследованы свойства пуассоновых структур на расслоении Вей-
ля TAM пуассонова многообразия (M,w), определяемых полным wC и
вертикальным wV лифтами тензора Пуассона w. Вычислены модуляр-
ные классы пуассоновых многообразий (TAM,wC) и (TAM,wV ).
Краткое содержание диссертации
Введение содержит обзор литературы по теме диссертации, обосно-
вание актуальности выбранной темы и краткое содержание работы.
Глава 1, состоящая из 5 параграфов, носит в основном реферативный
характер. Здесь приводятся необходимые для дальнейшего понятия и
результаты из теории слоений, теории пуассоновых многообразий, те-
ории локальных алгебр Вейля и многообразий над алгебрами. Также
эта глава содержит ряд самостоятельных результатов автора, носящих
вспомогательный характер и используемых в дальнейшем.
6
В §1.1 даются определения слоения на гладком многообразии и сло-
евых когомологий де Рама. Приводятся некоторые результаты вычис-
ления этих когомологий.
В §1.2 приводится определение скобки Схоутена-Нейенхейса на внеш-
ней алгебре поливекторных полей на гладком многообразии и перечис-
ляются ее свойства.
§1.3 посвящен краткому изложению теории пуассоновых многообра-
зий. В п. 1.3.1 дается определение симплектического многообразия, при-
водятся примеры и простейшие свойства симплектических многообра-
зий, в частности, теорема Дарбу о каноническом виде симплектической
формы. В п. 1.3.2 приводятся определения скобки Пуассона и тензора
Пуассона на гладком многообразии, определение регулярного пуассоно-
ва многообразия. Также здесь приводятся теоремы А.Вейнстейна о ка-
ноническом виде тензора Пуассона и теорема А.Кириллова о симплек-
тическом слоении. В п. 1.3.3 рассматриваются пуассоновы когомологии,
введенные А.Лихнеровичем, и TP-когомологии регулярного пуассоно-
ва многообразия. Приводятся некоторые результаты их вычисления.
Кроме того, здесь дается определение модулярного класса пуассоно-
ва многообразия. Наконец, в п. 1.3.4 рассматривается дифференциал
Ж.-Л.Кошуля на пуассоновых многообразиях, приводятся определение
канонических гомологий пуассонова многообразия, данное
Ж.-Л.Брылинским, и некоторые результаты их вычисления, принад-
лежащие автору.
В §1.4 приводится определение локальной алгебры A в смысле А.Вей-
ля, рассматриваются основные понятия, касающиеся локальных алгебр,
приводится определение A-гладкого многообразия. Также здесь вводит-
ся расслоение Вейля piA : TAM → M гладкого многообразия M , рас-
сматривается структура A-гладкого многообразия на TAM . Кроме того,
приводится определение фробениусовой алгебры Вейля. §1.5 посвящен
изучению структуры фробениусовых алгебр Вейля. Он содержит ряд
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самостоятельных результатов автора, используемых в Главе 3.
Глава 2 посвящена рассмотрению некоторых дифференциальных
комплексов, ассоциированных с пуассоновыми многообразиями и вы-
числению их когомологий. В §2.1 на пуассоновом многообразии (M,w)
определяется дифференциал D = d + δ и строится изоморфизм меж-
ду дифференциальными группами (Ω∗(M), d) и (Ω∗(M), D). После это-
го вводится двойной комплекс A = (Ωq−p(M), δ, (−1)pd), построенный
Ж.-Л.Брылинским. Основным результатом параграфа является
Теорема 2.1. Для любого пуассонова многообразия (M,w) четномер-
ные пространства когомологий комплекса A изоморфны прямой сум-
ме пространств когомологий де Рама ⊕
k>0
H2kdR(M), а нечетномерные
пространства когомологий комплекса A изоморфны прямой сумме про-
странств когомологий де Рама ⊕
k>0
H2k+1dR (M).
В §2.2 рассматривается квантовый комплекс де Рама, введенный
Х.-Д.Као и Ж.Чжоу [13]. Основной результат этого параграфа:
Теорема 2.4. Внешняя алгебра квантовых когомологий де Рама пуас-
сонова многообразия (M,w) изоморфна внешней алгебре, полученной
деформационным квантованием алгебры его когомологий де Рама.
Доказанная теорема полностью решает задачу вычисления кванто-
вых когомологий де Рама, поставленную Х.-Д.Као и Ж.Чжоу.
В Главе 3 рассматриваются операции построения лифтов тензорных
полей с гладкого многообразия M на тотальное пространство TAM его
расслоения Вейля для фробениусовой алгебры Вейля A и изучаются
свойства этих лифтов, в частности, их согласованность с основными
дифференциальными операциями на гладких многообразиях.
В §3.1 рассматриваются лифты ковариантных и контравариантных
тензорных полей с гладкого многообразия M на тотальное простран-
ство расслоения TAM . В п. 3.1.1 приводится определение реализации
A-значного тензора на A-модуле L и устанавливаются некоторые свой-
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ства операции реализации, такие, как инъективность и согласованность
с A-линейными отображениями A-модулей. Пп. 3.1.2–3.1.3 посвящены
рассмотрению полных лифтов тензорных полей на расслоения Вей-
ля. Полный лифт тензорного поля t определяется как реализация его
аналитического продолжения tA. Показано, что полный лифт внешних
форм индуцирует гомоморфизм когомологий де Рама
hA : H∗dR(M) −→ H∗dR(TAM), [ξ] 7−→ [ξC ].
Доказана
Теорема 3.1. Пусть (A, q) — фробениусова алгебра Вейля, p — ее
фробениусов ковектор, 1A — единица алгебры A, а M — гладкое много-
образие. Если p(1A) 6= 0, то гомоморфизм hA является изоморфизмом.
Если p(1A) = 0, то гомоморфизм hA является нулевым.
Кроме того, показано, что операция взятия полного лифта сохраняет
скобку Схоутена-Нейенхейса поливекторных полей на многообразииM :
[u, v]C = [uC , vC ]
для любых u, v ∈ V∗(M).
В п. 3.1.4 понятие вертикального лифта поливекторных полей на
тотальное пространство касательного расслоения TM обобщается на
случай расслоения Вейля TAM для произвольной фробениусовой алге-
бры Вейля A. Здесь устанавливаются соотношения, связывающие вер-
тикальный лифт со скобкой Схоутена-Нейенхейса:
Предложение 3.1.8. Для любых u, v ∈ V∗(M) имеют место соотно-
шения
a) [u, v]V = [uV , vC ] = [uC , vV ];
b) [uV , vV ] = 0.
Кроме того, здесь вычисляется полный лифт тензорного произведе-
ния двух тензорных полей.
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§3.2 посвящен изучению пуассоновых структур, возникающих на то-
тальном пространстве TAM расслоения Вейля пуассонова многообра-
зия (M,w).
Так, в п. 3.2.1 доказано, что полный лифт wC тензора w есть тен-
зор Пуассона на TAM и показано, что в том случае, когда w есть сим-
плектическая структура, полный лифт wC также есть симплектическая
структура. Здесь показано, что полный лифт поливекторных полей ин-
дуцирует гомоморфизм когомологий Пуассона
H∗P (M,w) −→ H∗P (TAM,wC), [u] 7−→ [uC ]
и указано, каким образом этот гомоморфизм связан с гомоморфизмом
когомологий де Рама hA, рассмотренным в п. 3.1.2, что позволяет вы-
числить его для случая симплектического многообразия. Также рас-
смотрен ряд примеров, показывающих, что в общем случае этот гомо-
морфизм может иметь различные свойства в зависимости от свойств
тензора Пуассона w и от размерности пространства когомологий.
Рассмотрению аналогичных вопросов для вертикального лифта wV
пуассоновой структуры посвящен п. 3.2.2. Показано, что вертикальный
лифт поливекторных полей также индуцирует гомоморфизм соответ-
ствующих когомологий Пуассона
H∗P (M,w) −→ H∗P (TAM,wV ), [u] 7−→ [uV ].
Кроме того, здесь приведены примеры, показывающие, что в общем
случае этот гомоморфизм может быть как мономорфизмом, так и иметь
ненулевое ядро в зависимости от свойств тензора Пуассона w и от раз-
мерности пространства когомологий.
В пп. 3.2.3–3.2.4 показано, что полный лифт регулярной пуассоно-
вой структуры w является регулярной пуассоновой структурой на TAM
и что имеют место естественные гомоморфизмы пространств когомо-
логий соответствующих симплектических слоений и TP-когомологий.
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Эти гомоморфизмы вычислены для случая пуассонова многообразия
M = S×N , являющегося произведением симплектического многообра-
зия S и произвольного гладкого многообразия N , а именно, доказаны
Теорема 3.3. Пусть (M = S×N,F) — многообразие со слоением F на
слои S×{y}, y ∈ N . Пусть (A, q) — фробениусова алгебра Вейля, p — ее
фробениусов ковектор. Тогда для любого s = 0, . . . ,dim S справедливы
утверждения:
1) При r > 1 гомоморфизм
Hr,s(M,F) −→ Hr,s(TAM,F), [ξ] 7−→ [ξC ]
является мономорфизмом.
2) При p(1A) 6= 0 гомоморфизм
H0,s(M,F) −→ H0,s(TAM,F), [ξ] 7−→ [ξC ]
является мономорфизмом. При p(1A) = 0 его ядро изоморфно HsdR(S).
Теорема 3.5. Пусть регулярное пуассоново многообразие (M,w) яв-
ляется произведением M = S × N симплектического многообразия S
и произвольного гладкого многообразия N . Предположим, что
dimHsdR(S) <∞.
Тогда при p(1A) 6= 0 гомоморфизм
HsTP (M,w) −→ HsTP (TAM,wC), [u] 7−→ [uC ]
является мономорфизмом. При p(1A) = 0 его ядро изоморфно HsdR(S).
Наконец, п. 3.2.5 посвящен вычислению модулярных классов пуас-
соновых многообразий, получаемых в результате наделения тотально-
го пространства TAM расслоения Вейля полным wC и вертикальным
wV лифтами пуассоновой структуры w, заданной на многообразии M .
Здесь доказаны
Теорема 3.6. Пусть ∆µ — модулярное векторное поле пуассонова
многообразия (M,w). Тогда для всякой фробениусовой алгебры Вейля
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(A, q) модулярное векторное поле пуассонова многообразия (TAM,wC)
имеет вид
∆µ = dimA ·∆Vµ ,
где верхний индекс V означает вертикальный лифт.
Теорема 3.7. Для любой фробениусовой алгебры Вейля (A, q) моду-
лярный класс пуассонова многообразия (TAM,wV ) равен нулю.
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